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§4.4 单变量的离散傅立叶变换（DFT）

取样后的函数෨𝒇(𝒕)的傅里叶变换：

由傅里叶变换定义得

෨𝐹 𝜇 = න
−∞

∞

ሚ𝑓 𝑡 𝑒−2𝑗𝜋𝜇𝑡𝑑𝑡

෨𝐹 𝑢 是周期为
1

∆𝑇
的无限周期连续函数，对

෩𝑭 𝒖 进行一个周期的取样是DFT的基础

෨𝐹 𝜇 = )𝐹(𝜇)𝑆(𝜇 = න
−∞

∞

𝐹 𝜏 𝑆 𝜇 − 𝜏 𝑑𝜏 =
1

∆𝑇
න
−∞

∞

𝐹 𝜏 ෍

𝑛=−∞

∞

𝛿(𝜇 − 𝜏 −
𝑛

∆𝑇
) 𝑑𝜏

=
1

∆𝑇
෍

𝑛=−∞

∞

𝐹(𝜇 −
𝑛

∆𝑇
)

= න
−∞

∞

෍

𝑛=−∞

∞

𝑓(𝑡)𝛿(𝑡 − 𝑛 △ 𝑇)𝑒−2𝑗𝜋𝜇𝑡𝑑𝑡

= ෍

𝑛=−∞

∞

𝑓(𝑛 △ 𝑇)𝑒−𝑗2𝜋𝜇𝑛△𝑇

= ෍

𝑛=−∞

∞

න
−∞

∞

𝑓(𝑡)𝛿(𝑡 − 𝑛 △ 𝑇)𝑒−2𝑗𝜋𝜇𝑡𝑑𝑡

= ෍

𝑛=−∞

∞

𝑓𝑛𝑒
−𝑗2𝜋𝜇𝑛△𝑇



假设在周期𝜇 = 0到𝟏/△ 𝑻之间得到 ෨𝐹 𝑢 的M个等间距的样本。可通过在如下频率处取样得到：

𝜇 =
𝑚

𝑀 △ 𝑇
,𝑚 = 0,1,2,⋯ ,𝑀 − 1

𝐹𝑚 = ෍

𝑛=0

𝑀−1

𝑓𝑛𝑒
−𝑗2𝜋

𝑚
𝑀
𝑛, 𝑚 = 0,1,2,⋯ ,𝑀 − 1

给定一个由𝑓(𝑡)的M个样本组成的集合 𝑓𝑛 ,可以得到一个与输入样本集合离散傅里叶变换相对应的M

个复数离散值的样本集合 𝐹𝑚 。

෨𝐹 𝜇 = ෍

𝑛=−∞

∞

𝑓(𝑛 △ 𝑇)𝑒−𝑗2𝜋𝜇𝑛△𝑇

= ෍

𝑛=−∞

∞

𝑓𝑛𝑒
−𝑗2𝜋𝜇𝑛△𝑇

§4.4 单变量的离散傅立叶变换（DFT）

𝑓𝑛 =
1

𝑀
෍

𝑚=0

𝑀−1

𝐹𝑚𝑒
𝑗2𝜋𝑚𝑛/𝑀, 𝑛 = 0,1,2,⋯ ,𝑀 − 1



离散傅里叶变换(DFT)适用于任何均匀取样的有限离散样本集。

𝐹 𝑢 = ෍

𝑥=0

𝑀−1

𝑓(𝑥)𝑒−𝑗2𝜋𝑢𝑥/𝑀, 𝑢 = 0,1,2,⋯ ,𝑀 − 1

𝑓 𝑥 =
1

𝑀
෍

𝑢=0

𝑀−1

𝐹(𝑢)𝑒𝑗2𝜋𝑢𝑥/𝑀 , 𝑥 = 0,1,2,⋯ ,𝑀 − 1

§4.4 单变量的离散傅立叶变换（DFT）

𝐹𝑚 = ෍

𝑛=0

𝑀−1

𝑓𝑛𝑒
−𝑗2𝜋

𝑚
𝑀
𝑛, 𝑚 = 0,1,2,⋯ ,𝑀 − 1

𝑓𝑛 =
1

𝑀
෍

𝑚=0

𝑀−1

𝐹𝑚𝑒
𝑗2𝜋𝑚𝑛/𝑀, 𝑛 = 0,1,2,⋯ ,𝑀 − 1

离散傅里叶变换 (DFT)

离散傅里叶变换 (IDFT, inverse discrete fourier transform)

具有周期性 𝐹 𝑢 = 𝐹 𝑢 + 𝑘𝑀 𝑓 𝑥 = 𝑓 𝑥 + 𝑘𝑀



§4.4 单变量的离散傅立叶变换（DFT）

如果𝑓 𝑥 由函数𝑓 𝑡 以𝛻𝑇为单位间隔取样后的M个样本组成，则包含集合

𝑓 𝑥 ,𝑚 = 0,1,2,⋯ ,𝑀 − 1的记录的持续时间为

𝑇 = 𝑀 △ 𝑇

△ 𝑢 =
1

𝑀 △ 𝑇
=
1

𝑇

Ω = 𝑀 △ 𝑢 =
1

△ 𝑇

离散频率域中的相应间隔：

由DFT的M个分量跨越的整个频率范围：

𝐹 𝑢 = ෍

𝑥=0

𝑀−1

𝑓(𝑥)𝑒−𝑗2𝜋𝑢𝑥/𝑀, 𝑢 = 0,1,2,⋯ ,𝑀 − 1

𝑢 =
𝑚

𝑀 △ 𝑇
,𝑚 = 0,1,2,⋯ ,𝑀 − 1
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二维冲激在积分下也有一维情况下的取样特性

න
−∞

∞

න
−∞

∞

𝑓(𝑡, 𝑧)𝛿 𝑡, 𝑧 𝑑𝑡𝑑𝑧 = 𝑓(0,0)

更一般地，位于坐标 𝑡0, 𝑧0 处的冲激

න
−∞

∞

න
−∞

∞

𝑓(𝑡, 𝑧)𝛿 𝑡 − 𝑡0, 𝑧 − 𝑧0 𝑑𝑡𝑑𝑧 = 𝑓(𝑡0, 𝑧0)

 二维冲激及其取样特性—连续变量

𝛿 𝑡, 𝑧 = ቊ
∞， 𝑡 = 𝑧 = 0
0, 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟

න
−∞

∞

න
−∞

∞

𝛿 𝑡, 𝑧 𝑑𝑡𝑑𝑧 = 1

两个连续变量 t 和 z 的冲激定义为

§4.5 两个变量的离散傅里叶变换



二维离散冲激也有一维情况下的取样特性

෍

𝑥=−∞

∞

෍

𝑦=−∞

∞

𝑓 𝑥, 𝑦 𝛿 𝑥, 𝑦 = 𝑓(0,0)

更一般地，位于坐标 𝑥0, 𝑦0 处的冲激 ෍

𝑥=−∞

∞

෍

𝑦=−∞

∞

𝑓 𝑥, 𝑦 𝛿 𝑥 − 𝑥0, 𝑦 − 𝑦0 = 𝑓(𝑥0, 𝑦0)

§4.5 两个变量的离散傅里叶变换

𝛿 𝑥, 𝑦 = ቊ
1， 𝑥 = 𝑦 = 0
0, 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟

二维离散冲激定义

 二维冲激及其取样特性—离散变量



二维连续函数的傅立叶变换对

二维图像的傅立叶变换(DFT)对
离散化

N是图像的高度

M是图像的宽度

𝐹 𝑢, 𝑣 = ෍

𝑥=0

𝑀−1

෍

𝑦=0

𝑁−1

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑒−𝑗2𝜋(
𝑢𝑥
𝑀
+
𝑣𝑦
𝑁
)

𝑓 𝑥, 𝑦 =
1

𝑀𝑁
෍

𝑢=0

𝑀−1

෍

𝑣=0

𝑁−1

𝐹(𝑢, 𝑣)𝑒𝑗2𝜋(
𝑢𝑥
𝑀
+
𝑣𝑦
𝑁
)

 图像(二维离散函数)的傅立叶变换(DFT)对

𝑓(𝑥, 𝑦) = න
−∞

∞

න
−∞

∞

𝐹(𝑢, 𝑣)𝑒 )𝑗2𝜋(𝑢𝑥+𝑣𝑦 𝑑𝑢𝑑𝑣

𝐹(𝑢, 𝑣) = න
−∞

∞

න
−∞

∞

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑒 )−𝑗2𝜋(𝑢𝑥+𝑣𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦



𝐹 𝜇, 𝑣 = න
−∞

∞

න
−∞

∞

𝑓 𝑡, 𝑧 𝑒−𝑗2𝜋(𝜇𝑡+𝑣𝑧)𝑑𝑡𝑑𝑧

= න
−
𝑇
2

𝑇
2
න
−
𝑍
2

𝑍
2
𝐴𝑒−𝑗2𝜋(𝜇𝑡+𝑣𝑧)𝑑𝑡𝑑𝑧

= 𝐴න
−
𝑇
2

𝑇
2
𝑒−𝑗2𝜋𝜇𝑡𝑑𝑡න

−
𝑍
2

𝑍
2
𝑒−𝑗2𝜋𝑣𝑧𝑑𝑧

= 𝐴𝑇
sin(𝜋𝜇𝑇)

𝜋𝜇𝑇
𝑍
sin(𝜋𝑣𝑍)

𝜋𝑣𝑍
= 𝐴𝑇𝑍

sin(𝜋𝜇𝑇)

𝜋𝜇𝑇

sin(𝜋𝑣𝑍)

𝜋𝑣𝑍

在频谱中零的位置
与T和Z的值成反比

§4.5 两个变量的离散傅里叶变换

例4.5 一个简单函数的二维傅里叶变换

=
−𝐴

𝑗2𝜋𝜇
𝑒−𝑗2𝜋𝜇𝑇 − 𝑒𝑗2𝜋𝜇𝑇

−1

𝑗2𝜋𝑣
[𝑒−𝑗2𝜋𝑣𝑍 − 𝑒𝑗2𝜋𝑣𝑍]



𝛿∆𝑇∆𝑍 𝑡, 𝑧 = ෍

𝑚=−∞

∞

෍

𝑛=−∞

∞

𝛿(𝑡 − 𝑚∆𝑇, 𝑧 − 𝑛∆𝑍)

可用二维冲激串函数来完成取样过程

同一维情况下同，用𝛿∆𝑇∆𝑍 𝑡, 𝑧 乘以𝑓(𝑡, 𝑧)得到取样后的函数。

二维情况下，带限函数定义：

二维取样定理

∆𝑇 <
1

2𝜇𝑚𝑎𝑥

∆𝑍 <
1

2𝑣𝑚𝑎𝑥

取样率

1

∆𝑇
> 2𝜇𝑚𝑎𝑥

1

∆𝑍
> 2𝑣𝑚𝑎𝑥

如果一个二维带限连续函数𝑓(𝑡, 𝑧)

在𝜇和𝑣两个方向上，由以大于该函

数最高频率两倍的取样率取样获得

的样本表示，则没有信息丢失。即

可以由其样本无误地恢复出𝑓(𝑡, 𝑧)

§4.5 两个变量的离散傅里叶变换

 二维取样和二维取样定理

𝑭 𝝁, 𝒗 = 𝟎, 𝝁 ≥ 𝝁𝒎𝒂𝒙且 𝒗 ≥ 𝒗𝒎𝒂𝒙 ，函数𝑓 𝑡, 𝑧 称为带限函数。



§4.5 两个变量的离散傅里叶变换

欠采样情况下将产生混淆过采样

理想二维盒状滤波器



§4.5 两个变量的离散傅里叶变换

 图像中的混淆
MR图像

MR图像k空间采集数据



𝑓 𝑡 = ℑ−1 𝐹(𝑢) = ℑ−1 𝐻(𝑢) ෨𝐹(𝑢)

= ෍

𝑛=−∞

∞

𝑓 𝑛∆𝑇 𝑠𝑖𝑛𝑐[
𝑡 − 𝑛∆𝑇

∆𝑇
]

§4.5 两个变量的离散傅里叶变换

 图像内插和重取样

一维情况下：

由样本集合完美地重建一个带限函数用取样值加权的𝑠𝑖𝑛𝑐函数的无限求和来内插。

图像处理中:

放大：行列复制 缩小： 行列删除

缩小图像前，为减少混淆，应“模糊”图像，频域滤波器滤波图像高频分量

二维内插最普通的应用是调整图像的大小（放大：过取样，缩小：欠取样）



§4.5 两个变量的离散傅里叶变换

 图像内插和重取样


